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Let K/Q be a cyclic extension of degree 1. Let Z, be the ring of integers of K. We 
say that Z, has a power basis (or is monogenic) if there exists OEZ, such that 
Z,= z[O]. We show that if I> 5 is a prime, then Z, has no power basis, except in 
the well-known case where K is the maximal real subfield of a cyclotomic field; that 
is to say, if I is given. there exists, at most, one tield K such that Z, has a power 
basis: the field Qczr+ ‘1. when 2/f 1 is prime (e.g., for I= 5, Z, has a power basis 
only for the field°K=QC1’) O , and for I= 7. Z, never has a power basis). ‘CJ 1986 
Academic Press. Inc 
Soit K/Q une extension de degre d. Soit Z, l’anneau des entiers de K. On 
dit que Z, est monogene s’il existe 0 E Z, tel que Z, = Z[0]. 
Les resultats suivants, concernant le cas ou K/Q est abelienne, sont bien 
connus (voir aussi [6] pour des corps de nombres plus generaux, et une 
bibliographie &endue sur le sujet): 
(i) Si d= 2, Z, est toujours monogbne. 
(ii) Si d= 3, la monogtntitt de Z, a Cte Ctudiee dans [ 1, 2, 3,4]; 
elle est assez rare, cependant il existe des familles infinies de corps oti il y a 
monogtntite [2], et par exemple, sur l’ensemble des corps de conducteur 
fG4000, 12% ont un anneau d’entiers monogene [4]. 
(iii) Si d = 4, il existe, dans le cas biquadratique, des familles intinies 
de corps ou il y a monogtntitt [9], mais dans le cas cyclique, l’ttude faite 
dans [S] montre que la monogeneite de Z, est tres rare; sur l’ensemble des 
corps de conducteur f< 4000, 0.8% ont un anneau d’entiers monogene. 
(iv) Si da 5 est premier et si K/Q est sauvagement ramitiee, alors Z, 
nest pas monogene [lo]. 
(v) Par contre, pour tout conducteur f, le corps cyclotomique Qcr’ 
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et son sows-corps reel maximal O&f’ ont un anneau d’entiers monogene, 
respectivement Cgal a H [ <] et Z[ 5 + < ~ ’ 1, ou < est une racine primitive 
f-i&me de l’unite [8]. 
Nous demontrons que l’anneau des entiers des extensions cycliques K de 
Q, de degre premier 12 5, n’est pas monogene, sauf dans le cas oti 
precistment K est le sous-corps reel maximal d’un corps cyclotomique 
(c’est-a-dire que si I est don&z, il existe au plus un corps oti il y a 
monogeneite: le corps Qh2’+ ‘I, lorsque 21+ 1 est premier). 
1. RBSULTATS DE H. W. LEOPOLDT [ 71 
Soit K/Q une extension cyclique de degre premier I impair. Soit f le con- 
ducteur de K; alors le discriminant de K/Q est D, = f’- I. 
Soit X le groupe des caracteres de Dirichlet modulof correspondant a K 
(caracteres de Gal(Q(S’/Q) dont le noyau est Gal(Q’/‘/K)), et pour tout 
XEX, x#xo (caractere unite), soit 
Q)= c x-‘(a) r;l 
amodf 
fu.fl= 1 
la somme de Gauss primitive normee associee au caractere x # x0, ou t/= 
exp( 2in/f). 
En appliquant les resultats de Leopoldt [7], on montre que tout element 
0 de K s’ecrit de man&e unique 
oti x E Q (x = Tr,,(O)), et cc(x) E Q”‘. 
Pour simplifier, posons Q’ = Q(‘) et K’= KQ”‘. Soit [ une racine 
primitive I-i&me de l’unite. Soit H= Gal(K’/K) N Gal(Q’/Q), et soit 
o: H -+ (E/R)* le caractbre dttini par c” = c”‘“). Choisissons un generateur 
o de Gal(K’/Q’) N Gal(K/Q). Le groupe X des caracteres de K est cyclique 
d’ordre I; on choisit pour generateur de X le caractere x tel que x(o) = i, et 
l’on pose r=r(x) et a= a(x). Puisque le groupe X est cyclique d’ordre 
premier, les quantites r(~‘) (resp. a(xj)), (j, I) = 1, sont conjuguees de z 
(resp. 0~); de man&e precise, pour tout s E H, on a: z’ = T(X)” = t(~~(~)) et 
a’= a(x)” = a(fcs)). 0 n a done 0 = (l/Z)(x + C,, &T~), et toujours d’apres 
[7], 8 E Z, si et seulement si x E Z, a E Z’ = Z[[], et x et a verifient la con- 
gruence x + fa = 0 mod( 1 - [) H’. 
NON MONOG6NhTk D'ANNEAUX D'ENTIERS 349 
2. DCCOMP~SITION EN IDBAUX DE ~2, 
On a ri = J; done dans la decomposition en ideaux de rZ,, n’intervien- 
nent que des idtaux ramifies. 
Supposons f # 12; alors pour tout p divisant f, p # I, on a p = 1 mod 1. 
Fixons un tel p; soit p l’un des ideaux de 22’ au-dessus de p et soit Cp I’idtal 
de Z,, au-dessus de p (le choix de p, done de ‘$ va etre precise plus loin). 
Alors la decomposition de zZK est de la forme 
Q, zz (LIy+-~, (91, ‘$3) = 1, a, E N. 
Or on s&t C71 we pour xl, x2E3G ~(~~1 9fx2)= 4x1, x2) z&x2), oc 
x(x1, x2) E 22’ est la somme de Jacobi relative a x1 et x2. Done si on dtsigne 
par [o(s)] le plus petit residu positif de o(s) mod 1, pour tout I E H, on a 
11 en rtsulte que dans la decomposition en ideaux de zZK, puisque cprZ, 
est de la forme 2Y$“, (23, Cp) = 1, I E Z[H], on a, pour tous s, t E H, 
[o(t)] a, E a,,-~ mod I; done, si t = s, a, E [o(s-‘)] a, mod f, pour tout 
SEH. 
Mais il resulte de la relation NKIK(~) = f(‘- ’ “’ que C,, H a, = I(Z- 1)/2; 
or CsEH [@(SK’)I = I(Z- 1)/2; done l’ensemble des a, est une permutation 
des [w(c’)], et l’un des a, est egal a 1; quitte a remplacer ‘$ par un con- 
jug& on peut supposer a, = 1, et done a,= [w(s-‘)] pour tout SE H. 
Pour tout p divisant f, p # 1, on note v l’unique ideal au-dessus de p 
dans ZK tel que 
3. CONDITION N~CESSAIRE ET SUFFISANTE 
POUR QUE Z,SOIT MONOGhE 
Soit 8~2~; alors e=(l/Z)(x+C,.,ol”t”), xEZ, czEZ’ et x+for=O 
mod( 1 - 0 Z’. Posons d(0) = nizj (@” - 6”) et pour tout k = l,..., I - 1, 
dk(d) = N,,(B - 8”“); on a done d(8) = ni:l, dk(0). 
On sait que (1, 8,..., 8’- ’ } est une Z-base d’entiers de 2, si et seulement 
si d(8) = rtf’- ‘- Pour tout j, k f 0 mod I, on pose ~~(~lj) = 
1 +crj+ ..’ + @- If* les relations B - 8”’ = u&aj)(S - tf@j) (ou j* est i’in- 
verse de j modulo f) montrent que pour tout ideal premier q ramifie dans 
K/Q, la q-valuation de (8 - &‘“) est independante de k; done d (0) = &f’ -- ’ 
si et seulement si, pour tout k = l,..., I- 1, on a dk(0) = s;f On en dtduit: 
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PROPOSITION. L’anneau des entiers dune extension cyclique K/Q de degre’ 
premier I est monoghe si et seulement s’il existe ci E H’ tel que, pour tout 
k = l,..., I- 1, on ait: 
DCmonstration. Le nicessite de la condition rtsulte du fait que pour 
tout i mod 1, r”’ = x(oi)r = jir, et done que si 9 = (1/1)(x + C,, H tlsrs), alors 
8”’ = (l/Z)(x + CscH ~i~%Y). 
La condition est suflisante car s’il existe c( E Z’ tel que (*) soit vtriliee, 
alors on peut choisir XE Z tel que x E -jk mod( 1 - 0 B’ et alors 
e=(l/w+Cs.” CI’Z’) appartient a Z,, les dk(Q) valent +f, et Z, est 
done monogene. 
4. CONDITION N~CESSAIRE POUR QUE Z, SOIT MONOG~NE 
Soit eEz, tel que Z, = Z[e]. En exprimant que pour tout 
k = l,..., I- 1, dk(0) = u, et done que pour tous m, n = l,..., l- 1, 
A,,,(@/d,(0) = f 1 mod p, pour tout p I f, on va montrer le resultat suivant: 
LEMME. Une condition nPcessaire pour Z, soit monogene est que pour 
tout p divisant f, p # 1, on ait, quels que soient m, n = l,..., I - 1: 
e 1 mod pZ’. 
DPmonstration. L’ideal premier 5j.I au-dessus de p dans ZK ttant celui 
defini a la Section 2, on choisit une uniformisante en ‘$, rc E K’, telle que 
(II% designant la valuation v-adique) l’on ait: 
v&n) = 1, 
V’p’(7c) = 0 pourtout SEH, s#l. 
On a CsEH [o(s~‘)]s= 1 +Cszl [w(s~‘)]s, et pour s# 1, les [o(s~‘)] 
sont superieurs ou tgaux a 2; il resulte de la factorisation de tZ,. 
(cf. Sect. 2) que: 
T 




pour tout s # 1 
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Or, quels que soient k, jmodulo 1, et pour l’entier B tel que Z,= Z[@], 
11 en rksulte que (0” - e”‘*‘)/x = (l/I) [I( 1 - ik) QU mod 71, (u et l/Z sont 
inversibles modulo K). 
Puisque .ZK = Z[@], ii est evidemment necessaire d’avoir CI f 0 mod n; 
en effet, on aurait sinon 8 - 0”” = 0 mod n’ dans K’; or 8 - t@ E K, done on 
aurait t?-- 9”” ~0 mod g2, pour 9 au-dessus de p dam K/Q, done 
NJ6 - @‘“) serait divisible par p2 ce qui est impossible. 
Done en posant Ai = dk(61)/z1, on a: 
oti u est inversible modulo K et ind~pendant du choix de k = l,..., I- 1. 
Puisque 1 - [” est inversible modulo n, en formant les rapports d&/d:, 
egaux a d,(B)/d,(B), done Cgaux a ) 1, on obtient que, pour que Z, soit 
monogene, il est necessaire que les quantites (( 1 - i”)/( 1 - 5”))’ soient con- 
grues a + 1 module x done modulo p dans Z’, et ceci quels que soient m, 
n E (l,..., I - 1 >, 
11 est done necessaire que pour tous m, n = l,..., I- 1, on ait 
(( 1 - i”)/( 1 - CR))*’ = 1 mod p dans Z’, done, en particulier, (( 1 - crnwts- ’ ))/ 
(1-i nw(s-‘)))2’~ 1 mod p, soit en conjuguant par s, (( 1 - c”)/( 1 - i”))“= 
1 mod p”, et ceci pour tout s E H, done (( 1 - [“)/( 1 - [“))2”= 1 mod p dans 
Z’, d’ou le lemme. 
~D~M~NSTRATION DU I&ULTAT 
THEOR~ME. Soit K/Q une extension cyclique de degr4 premier I > 5, et de 
conducteur J: Alors Z, n’est pas monogtne, sauf si f est un nombre premier 
Pgul ri 2Z+ 1 (et alors K= Q$,*l* ‘I). 
Demonstration. Soit p un nombre premier divisant f, p = 1 mod I (il en 
existe toujours un sif # 12). En appliquant le lemme avec m = 2 et n = 1, on 
voit que 2, ne peut &tre monogene que si la congruence 
( 1 + [)“z 1 mod pZ’ est satisfaite. Or 
et puisque {c, c*,..., if- ’ } est une Z-base de Z’, on a (1 + [)*’ G 1 mod pZ’ 
si et seulement si 
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(~)+(,~i)-(~)-l=Omodp, pour i=l,...,l-1, 
c’est-a-dire 
(tl)+(lyj)=(:l)tl modp, pour i=l,..., y. 
Or on a 
(y)+(/fj)= w + (20! 
i!(21-- i)! (Z-i)! (I+ i)! 
= (2f)! 
(I-i)! (I+ i)! + i!(21- i)! 
i! (2Z- i)! (I-i)! (I+ i)! ’ 
et puisque i 6 (I - 1)/2, 
(3+((“i)=w! 
(i+l)...(I-i)+(1+i+1)...(21-i) 
(216 i)! (l-i)! ’ 
En Ccrivant l’tgalitt modulo p des deux quantites obtenues pour 
i = (I - 1)/2, puis pour i = (I- 3)/2, et en remarquant que, puisque 
p > 2Z+ 1, tous les entiers de 1 a 21 sont inversibles modulo p, on obtient 
= 111+11+3+3/-13/+131+3 
i 
--- -- - -),/(y)!fT)! modp, 
222 2 2 2 
c’est-a-dire 
111+11+3+3&13l+131+3 z-p---- --- 
2 2 2 2 2 2 mod p, 
ce qui entraine 
(21+1)(1-3)=0modp. 
Puisque par hypothese 13 5, pour que ZK soit monogbne, il est 
necessaire que tout p divisant f, p # 1, soit &gal a 2Z+ 1, ce qui conduit, en 
conclusion, au raisonnement suivant: 
(i) Si f +! {21+ 1, 12, 12(2f + l)}, alors il existe q premier, q = 1 mod 1, 
q 1 f, q ne veritiant pas la condition necessaire du lemme, c’est-a-dire que 
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pour tout $ E Z,, il existe m et n tels que A,(t+b)/A,($) & &l mod q. Done 
Z, n’est pas monogene. 
(ii) Si f = I2 ou si f = Z*(21+ 1) (auquel cas 2Z+ 1 est un nombre 
premier), alors d’apres [lo], ZK n’est pas monogene. 
(iii) Si 2Z+ 1 est un nombre premier, et si f = 21+ 1, alors 
K = oh*/+ I’, et on sait que Z, est monogene, ce qui acheve la 
demonstration du theoreme. 
Remarque. Si l= 3, la condition ‘71 est necessaire que tout p divisant f, 
p # 1, verifie (2Z+ 1)(1- 3) = 0 mod p” est toujours verifiee, ce qui Ctait 
previsible, puisqu’alors il n’y a que deux facteurs dans A(6) et on a 
A2(0) = -A,(O). 
En ce qui concerne les petits degres, on obtient: 
COROLLAIRE. (i) La seule extension cyclique de Q de degrP 5 dont ran- 
neau des entiers soit monoghe est Q611); 
(ii) il n’y a pas d extensions cycliques de Q de degre 7 dont l’anneau 
des entiers soit monogtke; etc. 
Nole added in proof We have generalized the results of the present paper by proving, in 
particular, that almost all abelian extensions of Q with degree prime to 6 have no power basis 
(cf. Zbl 564.12010, 1986). 
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